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LOCALISATION DES POINTS DE PETITE HAUTEUR SUR UNE
COURBE ELLIPTIQUE PAR UN ARGUMENT D’
ÉQUIDISTRIBUTION
ARNAUD PLESSIS
Résumé. Classiquement, pour trouver des cas particuliers d’une conjecture
de Rémond, on utilise une inégalité métrique, puis une descente. Dans cet
article, nous donnons une nouvelle idée pour traiter ce genre de problème, où
l’inégalité métrique est remplacée par un argument d’équidistribution.
Abstract. Classically, to find particular cases of a conjecture of Rémond, we
using a metric estimate, then a descent. In this paper, we give a new idea to
deal with this kind of problem, where the metric estimate is replaced by an
equidistribution argument.
1. Introduction
Soit G une variété semi-abélienne, d’élément neutre O, définie sur un corps de
nombres K. Les notations que l’on introduira dans le prochain paragraphe seront
valables pour tout le texte.
Notons K une clôture algébrique de K, rms : GpKq Ñ GpKq la multiplication
usuelle par un entier m et EndpGq l’anneau des endomorphismes de G. Pour un
sous-groupe Γ de GpKq, notons
Γsat “ tg P GpKq | Dm ě 1, rmsg P EndpGq.Γu
(où EndpGq.Γ désigne le groupe engendré par les éléments de la forme φpγq avec
φ P EndpGq et γ P Γ) le groupe saturé de Γ.
Notons Gnm le groupe multiplicatif de dimension n ě 0. Si EndpGq “ Z (comme
c’est le cas si, par exemple, G “ Gm ou G “ E est une courbe elliptique non CM),
alors Γsat est le groupe de division de Γ, i.e.
Γsat “ Γdiv :“ tg P GpKq | Dm ě 1, rmsg P Γu.
Notons Gtors le groupe de torsion de G et remarquons que Gtors “ tOusat. Ainsi, si
Γ Ă Gtors, on a alors tOu Ă Γ Ă Gtors et donc,
(1) tOusat Ă Γsat Ă pGtorsqsat, i.e. Γsat “ Gtors.
Définissons ensuite le rang de Γ comme étant égal à dimQΓbZQ et KpΓq son corps
de rationalité, i.e. le plus petit sous-corps de K sur lequel tous les points de Γ sont
rationnels.
À partir de maintenant, on ne s’intéressera qu’au cas où G “ GnmˆA, avec A{K
une variété abélienne.
Pour un α P Q
˚
, notons
hpαq “
1
rQpαq : Qs
ÿ
v
rQpαqv : Qvs logmaxt1, |α|vu
la hauteur (logarithmique, absolue) de Weil de α, où v parcourt l’ensemble des
places de Qpαq.
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Fixons un fibré en droite ample et symétrique L de A et notons hˆ : ApKq Ñ R`
la hauteur de Néron-Tate associée à ce fibré. On définit ensuite une hauteur hˆG sur
G donnée par
hˆG : GpKq Ñ R
`
ppα1, . . . , αnq, P q ÞÑ hˆpP q `
řn
i“1 hpαiq
.
Le lecteur désireux de savoir comment on construit hˆG pour une variété semi-
abélienne quelconque pourra lire [6, § 3.7], [18, Section 3] ou [20, §2.3].
Dans cet article, on s’intéressa à la question suivante : si le rang de Γ est fini,
quels sont les points de petite hauteur dans GpKpΓqq ?
Un cas très particulier d’une conjecture de Rémond [20, Conjecture 3.4] apporte
une conjecture à cette question dans le cas où G “ Gnm et dans le cas où G “ A.
Cela a ensuite été très récemment étendu à tout G [17] et on obtient
Conjecture 1.1 (cas mixte). Soit G “ Gnm ˆ A, avec n ě 0 et A une variété
abélienne définie sur un corps de nombres K. Soit Γ Ă GpKq un groupe de rang
fini. Alors il existe c ą 0 tel que hˆGpα, P q ě c pour tout pα, P q P GpKpΓqqzΓsat.
Si Γ est un groupe de type fini, alors KpΓq est un corps de nombres. Comme
GpKpΓqq “ KpΓq˚ ˆApKpΓqq,
un théorème de Northcott permet d’affirmer que les points de petite hauteur de
GpKpΓqq sont pGnmqtorsˆAtors “ Gtors Ă Γsat, ce qui montre la conjecture 1.1 dans
ce cas. On ne s’y intéressera donc que dans le cas où Γ n’est pas de type fini.
Notons µ8 “ pGmqtors l’ensemble des racines de l’unité. On ne connaît que peu
de résultats allant dans la direction de cette conjecture, même dans des cas très
particuliers. Par exemple, on ne sait toujours pas si elle est vraie pour G “ Gm et
Γ “ x2ysat “ tζ.2
q, ζ P µ8, q P Qu, i.e. s’il existe c ą 0 tel que hpαq ě c pour tout
α P Qpµ8, 2
1{2, 21{3, . . . q˚zx2ysat.
Pour un premier p, notons µp8 l’ensemble des racines de l’unité d’ordre une
puissance de p et
Γsat,p “ tg P GpKq, |Dn ě 0, rp
nsg P EndpGq.Γu.
Nous allons maintenant dresser une liste des résultats connus de la conjecture 1.1
en distinguant trois cas : celui où G “ Gm, celui où G “ A et celui ou G “ GmˆA.
Cas G “ Gm : La conjecture est vraie dans les cas suivants :
‚ Amoroso-Zannier [4] : Γ “ t1usat “ µ8. Dans ce cas, GmpKpΓqq “ Kpµ8q˚
et Γsat “ µ8 ;
‚ l’auteur [15, Théorème 3.1.3] : K “ Q et Γ “ xaysat,p, avec a P Q et un
premier impair p ne divisant pas le discriminant de Qpaq. Dans ce cas,
Γsat “ xaysat et
GmpQpΓqq “ Qpµp8 , a
1{p, a1{p
2
, . . . q˚.
À noter qu’ Amoroso [2, Théorème 3.3] a montré ce dernier résultat, sous quelques
conditions techniques supplémentaires, dans le cas où a P Q et p impair.
Cas G “ A : La conjecture est vraie dans le cas suivant :
‚ Habegger [10] : K “ Q, A “ E est une courbe elliptique et Γ “ tOusat “
Etors. Dans ce cas, ApKpΓqq “ EpQpEtorsqq et Γsat “ Etors.
Cas G “ Gm ˆA : La conjecture est vraie dans les cas suivants :
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‚ Habegger [10] : K “ Q, A “ E est une courbe elliptique et Γ “ t1uˆEtors.
Alors GpKpΓqq “ QpEtorsq˚ ˆ EpQpEtorsqq et Γsat “ Gtors.
‚ Amoroso-Zannier [4] ; Baker-Silverman [5] : Γ “ t1usat ˆ tOu. Dans ce cas,
GpKpΓqq “ Kpµ8q
˚ ˆApKpµ8qq et Γsat “ Gtors.
‚ Amoroso [2] ; l’auteur [17] : K “ Q, A “ E et Γ “ x2ysat,3 ˆ tOu, plus des
conditions techniques supplémentaires. Dans ce cas, x2ysat ˆ Etors Ă Γsat
(en particulier, Γsat ‰ Gtors “ µ8 ˆ Etors) et
GpKpΓqq “ Qpµ38 , 2
1{3, 21{3
2
, . . . q˚ ˆ EpQpµ38 , 2
1{3, 21{3
2
, . . . qq.
Dans les deux premiers résultats du cas Gm ˆ A, le fait que Γsat “ Gtors se
déduit de (1) puisque Γ Ă Gtors. Dans le deuxième résultat, [4] correspond à la
partie torique (i.e. qu’il n’y a pas de point de petite hauteur dans Kpµ8q˚zµ8) et
[5] correspond à la partie abélienne (i.e. qu’il n’y a pas de point de petite hauteur
dans ApKpµ8qqzAtors). La concaténation de ces deux théorèmes montre alors qu’il
n’y a pas de point de petite hauteur dans
GpKpµ8qqzpµ8 ˆAtorsq “ GpKpΓqqzΓsat,
avec G “ Gm ˆ A et Γ “ t1usat ˆ tOu, ce qui produit bien un exemple de la
conjecture 1.1.
De même, dans le dernier point du cas G “ Gm ˆ A, [2] correspond à la partie
torique et [17] à la partie elliptique.
Tous les résultats cités ci-dessus, sans exception, ont un point en commun :
leur preuve fait intervenir une inégalité (ou estimation) métrique qui peut prendre
différentes formes [2, Lemma 3.1] ; [4, Lemma 3.1] ; [5, Proposition 7.3 (3)] ; [10, §4 ;
Lemma 8.3-8.4] ; [15, Proposition 3.1.9 (3.6)] ; [17, Proposition 3.4]. Une fois cette
inégalité obtenue, on utilise ensuite une descente . Cette méthode a été introduite
pour la première fois par Amoroso et Dvornicich [3].
Pour obtenir cette estimation, tous ces papiers, excepté [5], utilisent les groupes
de ramification. Dans [4], on utilise le théorème de Hasse-Arf [22, Chapitre IV, §3,
Théorème]. Dans [10], on utilise la théorie de Lubin-Tate [13, Chapter V, Propo-
sition 6.1]. Dans [2] et [17], on s’appuie sur un théorème de Viviani [27, Theorem
5.8] qui, par une méthode différente, a été généralisé dans [15, Chapitre 1], ce qui
a permis à l’auteur de montrer [15, Théorème 3.1.3].
Enfin, notons que l’étude des groupes de ramification faite dans [15] peut-être
grandement généralisée [16]. Seulement, ce résultat est beaucoup trop technique,
ce qui montre que l’utilisation des groupes de ramification devient vite un obstacle
dans ce genre de problème, ce qui peut justifier pourquoi on ne connaît que si peu
de résultats concernant la conjecture 1.1.
Dans cet article, on se propose de donner un nouveau résultat allant dans le sens
de la conjecture 1.1 dans le cas où G “ E est une courbe elliptique. Le principal
intérêt de ce résultat vient du fait que la méthode est nouvelle puisque l’on n’uti-
lisera pas d’inégalité métrique. En particulier, on arrive à se passer des groupes de
ramification. Notre idée consiste à remplacer l’inégalité métrique par un argument
d’équidistribution (notons qu’Habegger a déjà utilisé un tel argument [10, Lemma
4.2- Lemma 8.4], mais il lui était quand même nécessaire d’obtenir en amont une
inégalité métrique), c’est l’objet de la section 3. Puis, comme pour les autres pa-
piers, on utilisera dans la section 4 une descente, ce qui nous permettra de conclure
dans la section 5. La section 2 est quant à elle consacrée à divers rappels.
Décrivons très brièvement notre méthode : si pPiqi est une suite de points de
EpKq telle que hˆpPiq Ñ 0, alors on va construire des σi P GalpK{Kq avec de
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bonnes hypothèses de telle sorte que pσiPi ´Piqi ne soit pas équidistribuée ; ce qui
signifiera que ce sont des points de torsion à partir d’un certain rang (proposition
3.3). Grâce à cela, nous pourrons mettre en place une descente (théorème 4.3), ce
qui nous permettra de conclure dans la section 5.
L’objectif de ce papier est de montrer le théorème suivant :
Théorème 1.2. Soient K un corps de nombres, E{K une courbe elliptique et
R P EpKq. Supposons qu’il existe une place v de K telle que E ait une réduction
multiplicative en v. Notons p le générateur positif de v X Z et supposons p ą 2. Si
(2) GalpKpErpsq{Kq » GL2pZ{pZq,
alors il existe c ą 0 tel que hˆpP q ě c pour tout P P EpKpxRysat,pqqzxRysat.
Dans cet article, on aura besoin de l’hypothèse (2) uniquement pour faire fonc-
tionner notre descente (théorème 4.3). Il semble donc raisonnable de penser qu’ on
puisse être en mesure de la supprimer avec une descente (légèrement ?) différente.
Plaçons nous dans le cas K “ Q. Si GalpQpErpsq{Qq ‰ GL2pZ{pZq, alors c’est
essentiellement parce que EpQq possède un point d’ordre p (pour plus de détails, voir
[23, §5.4]). Or, on sait que EpQq ne possède pas de point d’ordre p ě 11 d’après un
théorème de Mazur [25, Chapter VIII, Theorem 7.5]. On peut donc s’attendre à ce
que GalpQpErpsq{Qq » GL2pZ{pZq pour beaucoup de courbes elliptiques ayant une
réduction multiplicative en p ě 11. Notons que (2) est toujours vérifié si p P t11, 17u
[23, §5.4, Corollaire 2].
Pour des exemples explicites de E{Q et de premier p pour lequel on peut appli-
quer notre théorème, le lecteur pourra lire [23, §5.5].
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2. Préliminaires
Fixons dès maintenant un nombre premier p impair. Dans tout cet article, pour
un corps p-adique (i.e. une extension finie de Qp) ou un corps de nombresK, notons
OK son anneau des entiers et K une clôture algébrique de K que l’on fixe. Pour
tout entier n ě 1 et tout a P K
˚
, notons ζn une racine n-ième primitive de l’unité
et a1{p
n
une racine pn-ième de a telle que pa1{p
n
qp “ a1{p
n´1
.
Pour une courbe elliptique E{K, notons aussi Erns le groupe des points de n-
torsion et, pour un ensemble F de points (éventuellement infini) de EpKq, on note
KpF q le corps engendré (sur K) par les coordonnées des points de F .
Si K est un corps p-adique muni d’une valuation discrète normalisée v (i.e.
vpK˚q “ Z), notons | . |v la valeur absolue sur K induite par v, que l’on étend
ensuite à tout K.
Soient K un corps p-adique muni d’une valuation discrète normalisée v et E{K
une courbe elliptique définie par une équation de la forme
y2 ` a1xy ` a3y “ x
3 ` a2x
2 ` a4x` a6,
où les ai appartiennent à K. Il est bien connu qu’à un changement de coordonnées
près, E peut être défini par une équation minimale [25, Chapter VII, Proposition
1.3]. Dans ce cas, les ai appartiennent à OK et on peut alors les réduire modulo
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l’idéal premier de OK . On obtient ainsi une courbe sur κ (le corps résiduel de K),
que l’on note E˜. L’équation définissant E˜ que l’on a ainsi obtenue ne dépend pas
de l’équation minimale de E, à un changement de coordonnées près [25, Chapter
VII.2]. Cependant, E˜{κ n’est pas nécessairement une courbe elliptique. On dira
alors que E{K a une réduction multiplicative si E˜ a un (unique) noeud. Plus pré-
cisément, on dira que la réduction multiplicative est déployée (resp. non déployée)
si les pentes des tangentes à ce noeud sont (resp. ne sont pas) dans κ. Les autres
types de réduction [25, VII.1, Definition] ne seront pas pertinents pour cet article.
Soit q P K˚ tel que |q|v ă 1 et notons
Eq : y
2 ` xy “ x3 ` a4pqqx ` a6pqq
une courbe elliptique définie sur K, où a4pqq et a6pqq sont des séries entières de
l’anneau Zvqw (remarquons que toute série entière de cet anneau converge puisqu’elle
est à coefficients entiers et que |q|v ă 1). Pour une définition explicite de a4pqq et
de a6pqq, on pourra voir [25, C.14]. La courbe Eq est appelée courbe de Tate.
Théorème 2.1 (Tate, C.14, Theorem 14.1, [25]). Soit q P K˚ tel que |q|v ă 1. Il
existe alors deux séries entières xpu, qq et ypu, qq de Zvq, uw, convergentes pour tout
u P K
˚
zqZ, telles que
φ : K
˚
{qZ Ñ EqpKq
u ÞÑ
#
pxpu, qq, ypu, qqq si u ‰ 1
O si u “ 1
soit un isomorphisme de GalpK{Kq-module, i.e. que φpσuq “ σφpuq pour tout
σ P GalpK{Kq. En particulier, pour toute extension algébrique L{K, on a que
φ : L˚{qZ Ñ EqpLq est un isomorphisme.
Réciproquement, si E{K a une réduction multiplicative déployée, alors E{K est
K-isomorphe à une courbe de Tate Eq, pour un certain q P K
˚ tel que |q|v ă 1. Si
la réduction est non déployée, alors E{K 1 est K 1-isomorphe à Eq
1, où K 1 désigne
l’unique extension quadratique non ramifiée de K.
Supposons maintenant que E{K ait une réduction multiplicative déployée et
notons q P K˚ un nombre tel que E soit K-isomorphe à Eq. Du théorème 2.1, on
en déduit les corollaires immédiats suivants :
Corollaire 2.2. Pour tout entier r ě 1, Erprs “ xφpζpr q, φpq1{p
r
qy.
Démonstration. Soit T “ φpuq P EpKq. Alors T P Erprs si et seulement si up
r
P qZ
si et seulement si u P xζpr , q1{p
r
y si et seulement si T “ φpuq P xφpζpr q, φpq1{p
r
qy. 
Corollaire 2.3. Pour tout u P K, Kpφpuqq “ Kpuq.
Démonstration. Si u P qZ, alors φpuq “ O et donc, Kpuq “ Kpφpuqq “ K. Suppo-
sons maintenant que u P KzqZ. Comme xpu, qq, ypu, qq P Zvq, uw, il s’ensuit alors
que Kpφpuqq Ă Kpuq. Réciproquement, comme φpuq P EpKpφpuqqq, on déduit du
théorème 2.1 que u P Kpφpuqq, ce qui montre le corollaire. 
Pour montrer notre théorème principal, on travaillera avec des corps de la forme
KpErprs, φpa1{p
s
qq, où a P K et où r ě s. Remarquons, grâce aux deux corollaires
ci-dessus, que ce corps est égal à Kpζpr , q1{p
r
, a1{p
s
q (et que le choix des racines
de q et de a importe peu puisque r ě s). Ainsi, la suite de cette section sera
principalement consacrée à quelques propriétés concernant ce corps et qui nous
seront utiles dans la preuve de notre théorème.
1Le q est le même que celui de la phrase précédente
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Lemme 2.4 (Capelli, Chapter VI, Theorem 9.1 [12]). Soient L un corps p-adique
et a P LzLp. Alors pour tout entier n ě 1, rLpa1{p
n
q : Ls “ pn.
Lemme 2.5. Soient L un corps p-adique muni d’une valuation normalisée w et
α, β P LzLp. Pour tout n ě 0, notons zn ě 0 un entier tel que α
pzn ‰ 1 et ln
l’unique entier tel que
αp
zn
P Lpβ1{p
n
qp
ln
zLpβ1{p
n
qp
ln`1
.
Supposons que wpαq “ 0 et wpβq ą 0 ou que wpαq ą 0 et wpβq “ 0. Alors pln´znqn
est une suite majorée d’entiers positifs. En particulier, la suite plnqn est majorée si
la suite pznqn l’est.
Démonstration. Il est clair que pln´ znqn est une suite d’entiers positifs car α P L.
Montrons qu’elle est majorée. Pour m ě 1, posons Lm “ Lpβ1{p
m
q. Soit n ě 1.
Comme p ‰ 2 et que β P LzLp, il s’ensuit que les sous-corps de Ln sont les Lg, avec
g “ 0, . . . , n [1, Theorem 2.1]. De plus, d’après le lemme 2.4, on a pour un tel g que
rLg : Ls “ p
g. Ainsi, Lg est l’unique sous-corps de Ln de degré pg sur L.
Par hypothèse, il existe une racine pln´zn -ième de α, que l’on note γ “ α1{p
ln´zn
,
telle que γ P LnzLpn. En particulier, Lpγq Ă Ln. De plus, comme α P LzL
p, on dé-
duit du lemme 2.4 que rLpγq : Ls “ pln´zn et on obtient donc que Lpγq “ Lln´zn .
Supposons que wpβq ą 0 et que wpαq “ 0, l’autre cas étant similaire. Comme
rLln´zn : Ls “ p
ln´zn , on en déduit que le polynôme Xp
ln´zn
´β est irréductible sur
L. De [26, Lemma 2.3], on déduit alors de l’égalité Lpγq “ Lln´zn que β “ δ
pln´znαt,
où δ P L et où t P Z. Or, wpβq ą 0 et wpαq “ 0. D’où wpδq ě 1, et donc que
wpβq ě pln´zn . Le lemme s’ensuit immédiatement. 
Remarque 2.6. Plaçons nous dans la même situation que celle du lemme 2.5 en
supposant en plus que zn “ 0 pour tout n. La suite plnqn est donc majorée. Par
ailleurs, elle est croissante puisque Lpβ1{p
n
q Ă Lpβ1{p
n`1
q pour tout n ; elle est donc
stationnaire.
Corollaire 2.7. Soit L{K une extension finie. Il existe un entier positif c0pLq tel
que pour tout n ą c0pLq, rLpζpn , q
1{pnq : Lpζpn´1 , q
1{pn´1qs “ p2.
Démonstration. Quitte à étendre L et à prendre une bonne racine de q (car q R
t0, 1u), on peut supposer sans perte de généralité que ζp P L et que q P LzLp.
Notons z ě 1 l’unique entier tel que ζpz P LzLp, i.e. ζpz P L et ζpz`1 R L. Rappelons
que |q|v ă 1, i.e. vpqq ą 0. En appliquant deux fois le lemme 2.5 avec#
zn “ 0, α “ ζpz et β “ q
zn “ 0, α “ q et β “ ζpz
,
on déduit de la remarque 2.6 l’existence de deux entiers l1 et l2 tels que
ζpz P Lpq
1{pnqp
l1
zLpq1{p
n
qp
l1`1
et que q P Lpζpn`zq
pl2 zLpζpn`zq
pl2`1
pour tout n assez grand. Dit autrement, il existe un entier c0pLq tel que ζpz`l1 P
Lpq1{p
n
qzLpq1{p
n
qp et q1{p
l2
P LpζpnqzLpζpnq
p pour tout n ě c0pLq.
Soit n ą c0pLq. En appliquant deux fois le lemme 2.4, avec L “ Lpq1{p
n´1
q
et a “ ζpz`l1 , ainsi qu’avec L “ Lpζpnq et a “ q
1{pl2 , il en résulte que pour
m P tn´ 1, nu,
rLpζpm , q
1{pn´1q : Lpq1{p
n´1
qs “ pm´l1´z et rLpζpn , q
1{pmq : Lpζpnqs “ p
m´l2 .
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De la multiplicativité des degrés, il s’ensuit alors que
rLpζpn , q
1{pn´1q : Lpζpn´1 , q
1{pn´1qs “ rLpζpn , q
1{pnq : Lpζpn , q
1{pn´1qs “ p,
ou encore que rLpζpn , q1{p
n
q : Lpζpn´1 , q
1{pn´1qs “ p2, ce qui achève le corollaire. 
Pour un entier m, notons dans la suite µm l’ensemble des racines m-ième de
l’unité et µp8 “
Ť
ně0 µpn . Enfin, pour un ensemble fini F , notons#F son cardinal.
Proposition 2.8. Soit a P K˚zxqysat. Il existe un entier positif c1 tel que pour
tout n ě c1, l’extension Kpζpn , q
1{pn , a1{p
n
q{Kpζpc1 , q
1{pc1 , a1{p
c1
q soit totalement
ramifiée et tel que rKpζpn , q
1{pn , a1{p
n
q : Kpζpn , q
1{pn , a1{p
n´1
qs “ p.
Démonstration. Commençons par effectuer quelques réductions. Comme |q|v ă 1,
il s’ensuit que vpqq ą 0. Posons w “ vppvpqqq la valuation p-adique de vpqq et
b “ q´vpaqavpqq R xqysat (car a R xqysat). Remarquons que vpbq “ 0 et que
Kpζpn´w , q
1{pn´w , a1{p
n´w
q Ă Kpζpn , q
1{pn , a1{p
n´w
q “ Kpζpn , q
1{pn , b1{p
n
q.
On peut ainsi se réduire au cas où vpaq “ 0. Enfin, comme pour le corollaire précé-
dent, on peut aussi se réduire au cas où a, q P KzKp puisque a, q R t0, 1u 2.
Pour un corps p-adique L, notons pzL “ #pµp8 X Lq, i.e. que L contient µpzL ,
mais pas µpzL`1 . Pour α P L
˚zµp8 , notons également lLpαq l’unique entier l tel que
αp
zL P Lp
l
zLp
l`1
. Enfin, pour une extension finie M{L, notons epM |Lq son indice
de ramification et fpM |Lq son degré d’inertie. Le but des prochains paragraphes
sera de montrer que la suite pfpKpζpm , q1{p
m
, a1{p
m
q|Kqqm est majorée.
Soit n ě 1 un entier. Il est bien connu que fpQppζpnq|Qpq “ 1 et donc, d’après
[14, Proposition 5.1], la suite pfpKpζpmq|Kqqm est majorée puisque
fpKpζpnq|Qpq ď ppcmp1, fpK|Qpqq pgcdpepK|Qpq, epQppζpnq|Qpqq ď rK : Qps.
Montrons maintenant que la suite pfpKpζpm , q1{p
m
q|Kpζpmqqqm est majorée. Par
la théorie de Kummer, Kpζpn , q1{p
n
q{Kpζpnq est une extension cyclique de degré
divisant pn. Ainsi, les sous-corps de cette extension sont de la forme Kpζpn , q1{p
g
q,
avec g “ 0, . . . , n (tous ces corps ne sont pas forcément distincts). Il existe donc un
entier fn ď n tel que
(3) pfn “ fpKpζpn , q1{p
n
q|Kpζpnqq
et tel que l’extension Kpζpn , q1{p
fn
q{Kpζpnq soit non ramifiée. Supposons que fn ě
zK . La structure des extensions non ramifiée [8, Chapter III, Theorem 25] montre
que Kpζpn , q1{p
fn
q “ Kpζpn , ζq pour une certaine racine de l’unité ζ. Par consé-
quent, Kpζpfn , q
1{pfn q{K est abélien et on déduit d’un théorème de Schinzel [21,
Theorem 2], car fn ě zK , que qp
zK “ γp
fn
pour un certain γ P K. On a alors que
fn ď lKpqq par définition de lKpqq. On a ainsi montré que fn ď maxpzK , lKpqqq. De
(3), il s’ensuit que la suite pfpKpζpm , q1{p
m
q|Kpζpmqqqm est majorée.
Posons Km “ Kpq1{p
m
q et montrons que la suite pfpKmpζpm , a1{p
m
q|Kmqqm est
majorée. Rappelons qu’avec nos réductions, q, a P KzKp et vpaq “ 0.
Pour cela, montrons que les suites pzKmqm et plKmpaqqm sont majorées. Suppo-
sons tout d’abord que zK “ zK0 “ 0, i.e. ζp R K. Comme q P KzK
p, on déduit du
2Remarquons que si a P xqysat, alors b “ 1 et donc que cette dernière réduction n’est pas
valable
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lemme 2.4 que rKn : Ks “ pn. Comme 1 ă rKpζpq : Ks ď p ´ 1, il s’ensuit alors,
pour des raisons de degré, que ζp R Kn et donc que zKn “ 0.
Supposons maintenant que zK ą 0, i.e. ζp P K. Ainsi, pour tout m ě 1, on a
que zKm ą 0. Par définition de zKm , on a alors que ζpzKm P KmzK
p
m. D’où
ζpzK “ pζpzKn q
p
zKn
´zK
P Kp
zKn
´zK
n zK
p
zKn
´zK`1
n .
En appliquant le lemme 2.5 avec L “ K, β “ q, α “ ζpzK et zn “ 0, on obtient que
la suite pzKm ´ zKqm, et donc pzKmqm, est majorée.
On a ainsi montré que la suite pzKmqm est majorée. En appliquant de nouveau le
lemme 2.5 à L “ K, β “ q, α “ a et à zn “ zKn , on en déduit alors, par définition
de lKmpaq, que plKmpaqqm est majorée puisque pzKmqm l’est.
Par la théorie de Kummer, il existe un entier f 1n tel que p
f 1n “ fpKnpζpn , a
1{pnq|Knq.
Les mêmes arguments que le paragraphe contenant (3), où l’on remplace K par Kn
et q par a, montrent que f 1n ď maxpzKn , lKnpaqq et donc que la suite pf
1
mqm est
majorée. Par conséquent, pfpKmpζpm , a1{p
m
q|Kmqqm est majorée.
Notons Lm l’extension maximale non ramifiée de Kpζpm , q1{p
m
, a1{p
m
q{K, qui est
de degré fpKpζpm , q1{p
m
, a1{p
m
q|Kq. Les paragraphes précédents montrent que la
suite prLm : Ksqm est majorée. Comme elle est également croissante, est elle alors
stationnaire.
Par ailleurs, pour tout entier f , il existe une unique extension non ramifiée de
K de degré f [8, Chapter III, Theorem 25]. La suite pLmqm est donc stationnaire
à partir d’un certain rang c1
1
. Ainsi, si n ě c1
1
, on a alors que
Ln Ă Kpζpc1 , q
1{pc1 , a1{p
c1
q Ă Kpζpn , q
1{pn , a1{p
n
q
et Kpζpn , q1{p
n
, a1{p
n
q{Ln est totalement ramifié, ce qui montre la première partie
de la proposition.
Passons maintenant à la seconde affirmation. Soit m un entier. Notons encore
Km “ Kpq
1{pmq et rappelons que les suites pzKmqm et plKmpaqqm sont majorées.
Posons lm “ lKmpζpm qpaq et supposons que lm ě zKm . Alors, par le même
théorème de Schinzel que celui utilisé précédemment, on a que ap
zKm “ γp
lm
pour un certain γ P Km, i.e. lm ď lKmpaq par définition de lKmpaq. D’où lm ď
maxtzKm , lKmpaqu. La suite plmqm est alors majorée. Comme elle est aussi crois-
sante (car Kmpζpmq Ă Km`1pζpm`1q), elle est alors stationnaire. Notons l sa limite
et c2
1
un rang à partir duquel elle est stationnaire.
Du lemme 2.4, il en résulte que rKmpζpm , a1{p
n
q : Kmpζpmqs “ p
n´l pour tout
m ě c21 et tout n P tl, . . . ,mu. De la multiplicativité des degrés, il s’ensuit que
rKmpζpm , a
1{pmq : Kmpζpm , a
1{pm´1qs “ p, ce qui prouve la proposition en prenant
c1 “ maxpc
1
1, c
2
1q. 
Terminons cette section par une généralisation naturelle de [10, Lemma 5.2].
Lemme 2.9. Soient L{F une extension galoisienne de corps de nombres et de
groupe de Galois G, H un sous-groupe normal de G et σ P H. Notons
CGpσq “ tτ P G |τστ
´1 “ σu
le centralisateur de σ. Soit v une place finie de L et notons CGpσqv “ tτv, τ P
CGpσqu. Alors
#pCGpσqvq ě
rL : F s
#HrLv : Fvs
.
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Démonstration. Pour simplifier, posons C “ CGpσq. Comme H est un sous-groupe
normal de G, alors l’orbite Oσ de σ pour l’action par conjugaison est incluse dans
H . Comme #Oσ “ rG : Cs, il s’ensuit que
rG : Cs ď #H.
Par ailleurs, L{F est galoisien, et donc, rL : F s “ grLv : Fvs, où g désigne le
nombre de place de L au-dessus de v X F . Comme G agit transitivement (pour
l’action naturelle) sur les places de L au-dessus de v X F , il s’ensuit alors que
#pCvq ě g{rG : Cs ě
rL : F s
#HrLv : Fvs
,
ce qui prouve le lemme. 
Ce lemme nous dit que si H est d’ordre petit, alors l’orbite Cv est grande. Le fait
que cette orbite soit grande jouera un rôle crucial lorsque l’on voudra construire dans
la proposition 3.3 une suite de points dont la hauteur de Néron-Tate tendra vers 0
et qui ne vérifiera pas la conclusion du théorème d’équidistribution de Chambert-
Loir que l’on énoncera dans la prochaine section. Ceci impliquera alors que notre
nouvelle suite est en réalité une suite de points de torsion.
3. Equidistribution
SoientK un corps de nombres et E{K une courbe elliptique définie par l’équation
y2 ` a1xy ` a3y “ x
3 ` a2x
2 ` a4x` a6,
avec les ai appartenant à K. Pour une place v de K, notons Kv le complété de
K en v et fixons un plongement K Ñ Kv. On peut alors identifier K comme un
sous-corps de Kv. Notons également Ev la courbe elliptique définie sur Kv, où les
ai ne sont plus vus comme des éléments de K, mais comme des éléments de Kv.
La hauteur de Néron-Tate hˆ sur E possède de bonnes propriétés. Par exemple,
elle s’annule précisément sur les points de torsion de E et elle est GalpK{Kq-
invariante, i.e. que
(4) hˆpσP q “ hˆpP q, @σ P GalpK{Kq,@P P EpKq.
Elle satisfait également l’identité du parallélogramme
(5) hˆpP `Qq ` hˆpP ´Qq “ 2phˆpP q ` hˆpQqq, @P,Q P EpKq
et elle est quadratique, i.e. que
(6) hˆprnsP q “ n2hˆpP q, @n P Z, @P P EpKq,
Pour d’autres propriétés, le lecteur pourra consulter [25, Chapter VII, §9].
Supposons qu’il existe une place v de K telle que E ait une réduction multiplica-
tive déployée en v, i.e. que Ev{Kv a une réduction multiplicative déployée. D’après
le théorème 2.1, Ev est Kv-isomorphe à une courbe de Tate Eq pour un certain
q P K˚v tel que |q|v ă 1. Notons φ : Kv
˚
{qZ Ñ EvpKvq l’isomorphisme de Tate
donné dans le théorème 2.1.
Soient P P EvpKvq et u P Kv
˚
{qZ tels que φpuq “ P . Alors φ´1pP q correspond
à la classe uqZ, où on a identifié la classe u avec l’un de ses éléments. Ainsi,
log |φ´1pP q|v
log |q|v
“
log |u|v
log |q|v
` Z
est un élément bien défini de R{Z que l’on note lvpP q.
Comme R{Z est compact (car isomorphe au cercle unité en tant que groupe), il
est alors équipé d’une unique mesure de Haar de masse 1, que l’on note µR{Z. Le
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théorème cité ci-dessous est valable pour une variété abélienne quelconque, mais
nous l’énonçons dans le cas particulier qui nous intéressera dans la suite.
Théorème 3.1 (Chambert-Loir, Corollaire 5.5, [7]). Gardons les mêmes notations
que ci-dessus. Soit pQiqi une suite de points de EpKqzEtors telle que hˆpQiq Ñ 0.
Alors pour toute fonction continue f : R{ZÑ R,
lim
iÑ`8
1
rKpQiq : Ks
ÿ
σ:KpQiqÑKv
fplvpσQiqq “
ż
fµR{Z.
On aura besoin d’une version légèrement différente de ce théorème, que l’on écrit
dans le corollaire ci-dessous :
Corollaire 3.2. Soit pQiqi une suite de points de EpKqzEtors telle que hˆpQiq Ñ 0.
Pour tout i, notons Ki un corps de nombres contenant KpQiq. Alors pour toute
fonction continue f : R{ZÑ R,
(7) lim
iÑ`8
1
rKi : Ks
ÿ
σ:KiÑKv
fplvpσQiqq “
ż
fµR{Z.
Démonstration. Clairement, on a pour tout i l’égalité
1
rKi : Ks
ÿ
σ:KiÑKv
fplvpσQiqq “
1
rKpQiq : Ks
ÿ
τ
1
rKi : KpQiqs
ÿ
τ 1
fplvpτ
1Qiqq
où τ parcourt l’ensemble des plongementsKpQiq Ñ Kv et où τ 1 parcourt l’ensemble
des plongements Ki Ñ Kv tels que τ 1|KpQiq “ τ . En particulier, τ
1Qi “ τQi, et donc
lvpτ
1Qiq “ lvpτQiq. Comme le nombre de plongements Ki Ñ Kv prolongeant τ est
égal à rKi : KpQiqs, on a alors que
1
rKi : Ks
ÿ
σ:KiÑKv
fplvpσQiqq “
1
rKpQiq : Ks
ÿ
τ
1
rKi : KpQiqs
fplvpτQiqq
ÿ
τ 1
1
“
1
rKpQiq : Ks
ÿ
τ :KpQiqÑKv
fplvpτQiqq
et le corollaire se déduit maintenant du théorème 3.1. 
Pour une extension galoisienne de corps de nombres L{F et une place w de L,
notons Dpw|w X F q Ă GalpL{F q le groupe de décomposition de w, i.e.
Dpw|w X F q “ tσ P GalpL{F q, σw “ wu
et ιw : L ãÑ Lw le morphisme de complétion. Nous sommes maintenant en mesure
d’énoncer notre proposition clé :
Proposition 3.3. Soit pQiqi une suite de points de EpKq telle que hˆpQiq Ñ 0.
Pour tout i, notons Ki une extension galoisienne finie de K contenant KpQiq, vi
une place de Ki au-dessus de v et σi P Dpvi|vq. Supposons que pour tout i, il existe
un sous-groupe normal Hi de GalpKi{Kq contenant σi de telle sorte que la suite
p#Hiqi soit majorée. Alors σiQi ´Qi P Etors pour tout i assez grand.
Démonstration. Soit i un entier. Pour simplifier, posons K 1 “ Ki, v1 “ vi, σ “ σi,
Q “ Qi et H “ Hi. Notons
C “ tψ P GalpK 1{Kq, ψσψ´1 “ σu
et soit ψ P C. Comme σ P Dpv1|vq par hypothèse, on en déduit alors que
σ “ ψσψ´1 P ψDpv1|vqψ´1 “ Dpψv1|vq.
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Ainsi, pour tout w P Cv1 “ tψv1, ψ P Cu, on a que σ P Dpw|vq.
Soitw P Cv1. Comme le morphisme de restriction (pour l’inclusion ιw)GalpK 1w{Kvq Ñ
Dpw|vq est un isomorphisme [22, Chapitre II, §3, Corollaire 4] et que σ P Dpw|vq,
il existe alors σw P GalpK 1w{Kvq tel que σwιw “ ιwσ.
Posons maintenant P “ σQ´Q P EpK 1q et
(8) τ “ τ 1ιw : K
1
ãÑ Kv
un plongement avec τ 1 P GalpK 1w{Kvq. Comme ιwQ P EvpK
1
wq, il existe alors uw P
K 1w tel que ιwQ “ φpuwq. On en déduit donc que
τP “ τ 1ιwσQ ´ τ
1ιwQ “ τ
1σwφpuwq ´ φpuwq “ φppτ
1σwuwq{uwq,
la dernière égalité se déduisant du théorème 2.1 car τ 1σw P GalpK 1w{Kvq. Comme
deux conjugués de Kv ont la même valeur absolue [22, Chapitre II, §2, Corollaire
3], il s’ensuit que |pτ 1σwuwq{uw|v “ 1, et donc, par définition de lv, que lvpτP q “ Z.
Comptons maintenant le nombre de τ différents que l’on a construits dans (8).
Par hypothèse, H est un sous-groupe normal de GalpK 1{Kq, σ P H et la suite pHjqj
est majorée, disons par M . Du lemme 2.9, il en résulte alors que
#pCv1q ě
rK 1 : Ks
M rK 1v1 : Kvs
.
Ensuite, GalpK 1w{Kvq est de cardinal rK
1
w : Kvs et rK
1
w : Kvs “ rK
1
v1 : Kvs puisque
K 1{K est galoisien. Par conséquent, on a construit au moins
rK 1w : Kvsp#Cv
1q ě
rK 1 : Ks
M
τ différents dans (8). Comme lvpτP q “ Z pour un tel τ , il s’ensuit que pour toute
fonction continue f : R{ZÑ R`, on a, car f ě 0,
1
rK 1 : Ks
ÿ
τ :K1ÑKv
fplvpτP qq ě
1
rK 1 : Ks
rK 1 : Ks
M
fpZq “
fpZq
M
.
Fixons ε ą 0 et posons
f “ fε : r0, 1s Ñ R
`
x ÞÑ
$’&
’%
1´ x{ε si x P r0, εs
0 si x P rε, 1´ εs
1
ε
x´ 1
ε
` 1 si x P r1´ ε, 1s
,
que l’on étend en une fonction continue f : R{ZÑ R`. Comme fpZq “ 1, on a
(9)
ż
fdµR{Z “ ε et
1
rK 1 : Ks
ÿ
τ :K1ÑKv
fplvpτP qq ě 1{M.
Or, d’après (4) et la loi du parallélogramme (5), on obtient que
hˆpP q “ hˆpσiQi ´Qiq ď 2phˆpσiQiq ` hˆpQiqq “ 4hˆpQiq.
Comme hˆpQjq Ñ 0, il s’ensuit que hˆpσjQj ´ Qjq Ñ 0. Or, d’après (9), il est clair
que si ε ă 1{p2Mq, alors la suite pσjQj ´ Qjqj ne peut vérifier la conclusion du
corollaire 3.2. Cela ne peut se produire que si σjQj ´Qj P Etors pour tout j assez
grand, ce qui montre la proposition. 
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Dans cette preuve, le fait que σi P Dpvi|vq permet de montrer que dans la somme
de (7), un des termes est égal à rpKiqvi : KvsfpZq. Ensuite, les hypothèses de la
proposition 3.3 servent à montrer qu’assez de termes dans cette somme sont égaux
à rpKiqvi : KvsfpZq pour qu’elle ne soit jamais arbitrairement petite si fpZq ‰ 0,
contrairement à l’intégrale de (7) comme le montre (9).
La proposition 3.3 montre qu’il est pertinent pour nous d’étudier les points σQ´
Q “ ι´1w φppσuwq{uwq dès lors que c’est un point de torsion. Dans le prochain lemme,
on s’intéressera à son ordre en montrant qu’il ne peut pas être "trop grand" si on
ajoute des hypothèses supplémentaires sur σi. Rappelons que p est un premier
impair fixé et que µ8 désigne l’ensemble des racines de l’unité.
Lemme 3.4. Soient F un corps p-adique et M{F une extension galoisienne finie
totalement ramifiée. Supposons qu’il existe σ P GalpM{F q d’ordre p et u PM˚ tels
que pσuq{u P µ8. Alors pσuq{u P µp.
Démonstration. Notonsmpd l’ordre de α “ pσuq{u PM avec p ∤ m. Alors β “ αp
d
P
M est d’ordre m et donc, F pβq{F est non-ramifiée [13, Chapter II, Proposition
(7.12)]. Comme M{F est totalement ramifié par hypothèse, il s’ensuit alors que
β P F , et donc que σβ “ β.
Comme σup
d
“ βup
d
, on a alors, par une récurrence évidente, que σjup
d
“ βjup
d
pour tout j ě 1. Or, σ est d’ordre p par hypothèse, ce qui implique que βp “ 1, et
donc que β “ 1 puisque l’on a également βm “ 1. Par conséquent, α “ pσuq{u est
d’ordre pd, i.e. σu “ ζpdu pour un certain ζpd P µpd d’ordre p
d. Soit k un entier tel
que σζpd “ ζ
k
pd
. Par une simple récurrence, on a alors pour tout j ě 1,
σju “ ζk
j´1`kj´2`¨¨¨`1
pd
u.
En prenant j “ p, on obtient alors, car σ est d’ordre p, que
(10) kp´1 ` kp´2 ` ¨ ¨ ¨ ` k ` 1 ” 0 mod pd.
Posons k “ a` pn la division euclidienne de k par p. On en déduit alors que
(11) kp´1 ` kp´2 ` ¨ ¨ ¨ ` k ` 1 ” ap´1 ` ¨ ¨ ¨ ` 1` np
p´1ÿ
l“1
lal´1 mod p2.
Si a “ 1, il est alors clair, car p ‰ 2, que
kp´1 ` ¨ ¨ ¨ ` 1 ” p` np
p´1ÿ
l“1
l ” p` np
ppp´ 1q
2
” p mod p2.
Si a ‰ 1, alors ap´1 ` ¨ ¨ ¨ ` 1 “ a
p´1
a´1 . Comme a
p ” a mod p, il s’ensuit donc
que a
p´1
a´1 “ 1`
py
a´1 pour un certain entier y. Comme a´ 1 est premier avec p, on
obtient alors que a
p´1
a´1 ” 1 mod p. De (11), il en résulte que
kp´1 ` kp´2 ` ¨ ¨ ¨ ` k ` 1 ” 1 mod p.
Ainsi, (10) n’est possible que si d ď 1. D’où pσuq{u P µp. 
4. Un argument de descente
Soient K un corps de nombres et E{K une courbe elliptique. Pour un point
P P EpKq et un rationnel x “ a{N P Q (avec a et N ‰ 0 deux entiers), notons
rxsP une racine de P telle que rN srxsP “ rasP . Remarquons que rxsP est défini
à un point de ErN s près. Pour tout s ě 1, on choisira toujours dans ce texte une
racine r1{pssP de telle sorte que rpsr1{pssP “ r1{ps´1sP . Enfin, comme on est en
caractéristique 0, on a que Erps » pZ{pZq2.
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Pour montrer notre théorème principal, on utilisera un argument de descente qui
fera l’objet du théorème 4.3.
Lemme 4.1. Soient L{KpErpsq une extension finie et P P EpLq tels que
H :“ GalpLpr1{psP q{Lq » pZ{pZq2.
Soit Q P EpLpr1{psP qq. Supposons qu’il existe σ1, . . . , σp P Hztidu tels que
i) pour tous k, l P t1, . . . , pu, xσky ‰ xσly si k ‰ l ;
ii) pour tout k, il existe Tk P Erps satisfaisant σkQ´Q, σkr1{psP´r1{psP P xTky.
Il existe alors un entier j tel que Q´ rj{psP P EpLq.
Démonstration. Remarquons que l’application
f : H Ñ Erps
σ ÞÑ σr1{psP ´ r1{psP
est injective. En effet, si fpσq “ fpτq, alors τ´1σr1{psP “ r1{psP . Comme τ´1σ fixe
L et r1{psP , il fixe alors Lpr1{psP q, i.e. τ´1σ “ id, ou encore que τ “ σ. Constatons
également que fpidq “ O.
Commençons par supposer qu’il existe i tel que σiQ “ Q. Pour simplifier, sup-
posons i “ 1. Si σiQ “ Q pour un autre i ě 2, on a alors que
Q P EpLxσ1yq X EpLxσiyq “ EpLxσ1,σiyq “ EpLq
puisque xσ1, σiy “ H » pZ{pZq2 d’après iq, ce qui montre le lemme dans ce cas.
Supposons maintenant que σiQ ‰ Q pour tout i ě 2 et établissons une absurdité.
En particulier, Ti ‰ O.
D’après iiq, σ2Q ´ Q, fpσ2q P xT2y pour un certain T2 P Erps. Comme σ2 fixe
L, donc Erps, et donc en particulier T2, il s’ensuit par une simple récurrence que
σk
2
Q´Q, fpσk
2
q P xT2y pour tout k P t1, . . . , p´ 1u.
Constatons que H “ xσ1, σ2y puisque xσ1y ‰ xσ2y par iq. Comme p ě 3, il
en résulte que σ3 “ σ
l2
2
σl1
1
avec l1, l2 P t1, . . . , p ´ 1u (l1, l2 ‰ 0 d’après iq). Ainsi,
σ3Q´Q “ σ
l2
2
Q´Q puisque σ1Q “ Q. D’où σ3Q´Q P xT2y. Comme σ3Q´Q P xT3y
et que T2, T3 sont d’ordre p, on en conclut alors que xT2y “ xT3y. De iiq, il s’en-
suit que fpσ3q P xT2y. On a ainsi établi que fpσk2 q, fpσ3q P xT2yztOu pour tout
k P t1, . . . , p´ 1u (si fpσq “ O, alors σ “ id). Comme xT2y est d’ordre p, il résulte
alors du principe des tiroirs que f n’est pas injective, ce qui est absurde. On a ainsi
montré le lemme dans le cas où σiQ “ Q pour au moins un i.
Supposons maintenant σiQ ‰ Q pour tout i. Soit k P t1, . . . , pu. Alors de iiq,
σkQ´Q, σkr1{psP ´ r1{psP P xTkyztOu.
Comme xTky est un groupe cyclique d’ordre p, on en déduit qu’il existe un entier jk
tel que σkQ ´Q “ rjks pσkr1{psP ´ r1{psP q. Par un calcul élémentaire, on obtient
alors que
σkpQ´ rjk{psP q “ Q´ rjk{psP,
i.e. Q ´ rjk{psP P Lpr1{psP qxσky. Or, k P t1, . . . , pu et jk P t1, . . . , p ´ 1u. Par le
principe des tiroirs, il existe donc k, l P t1, . . . , pu tels que
j :“ jk “ jl et k ‰ l.
De iq, on a alors que σk et σl engendrent H » pZ{pZq2 et donc,
Q´ rj{psP P EpLpr1{psP qxσky X Lpr1{psP qxσlyq “ EpLpr1{psP qxσk,σlyq “ EpLq,
ce qui montre le lemme. 
14 ARNAUD PLESSIS
Supposons maintenant que E a une réduction multiplicative déployée en v. No-
tons q P K˚v un nombre tel que Ev soit Kv-isomorphe à Eq et φ : Kv
˚
{qZ Ñ EvpKvq
l’isomorphisme de Tate donné dans le théorème 2.1.
Lemme 4.2. Soient M{K une extension galoisienne de corps de nombres et F {K
une sous-extension. Soit w une place de M au-dessus de v telle que Mw{Fw soit
totalement ramifiée et telle que Dpw|wXF q contienne un élément d’ordre p, que l’on
note σ. Soit Q P EpMq tel que σQ´Q P Etors. Alors σQ´Q P xι
´1
w φpζpqy Ă Erps.
Démonstration. Tout d’abord, ι´1w φpζpq a bien un sens puisque ιw : Erps Ñ Evrps
décrit une bijection (ιw est injective par définition et #Erps “ #Evrps “ p2).
Comme le morphisme de restriction GalpMw{Kvq Ñ Dpw|vq est un isomor-
phisme, il existe alors σw P GalpMw{Kvq tel que σwιw “ ιwσ. Remarquons que
σw est d’ordre p puisque σ est d’ordre p par hypothèse. Soit Q P EpMq tel que
σQ´Q P Etors et notons u PM˚w un nombre tel que ιwQ “ φpuq. On a alors que
ιwpσQ ´Qq “ σwιwQ´ ιwQ “ σwφpuq ´ φpuq “ φppσwuq{uq,
la dernière égalité découlant du théorème 2.1 puisque σw P GalpMw{Kvq.
Comme ιwpσQ´Qq P pEvqtors, on obtient alors que pσwuq{u P xqysat. Rappelons
que deux conjugués de Kv ont la même valeur absolue. Ainsi, |pσwuq{u|v “ 1.
Comme |q|v ă 1 et que xqysat “ xζn, q1{nyně1, il s’ensuit que pσwuq{u P µ8. De
plus, Mw{Fw est totalement ramifié par hypothèse. En appliquant le lemme 3.4
avec M “ Mw, F “ Fw et σ “ σw, on en déduit ainsi que pσwuq{u P µp. D’où
ιwpσQ ´Qq “ φppσwuq{uq P xφpζpqy. Par injectivité de ιw, on en conclut donc que
σQ´Q P xι´1w φpζpqy, ce qui montre le lemme. 
Pour un anneau A, notons Mat2pAq l’ensemble des matrices de taille 2 ˆ 2 à
coefficients dans A et GL2pAq le groupe des matrices inversibles de Mat2pAq. Nous
sommes maintenant en mesure d’effectuer notre descente finale.
Théorème 4.3. Supposons que GalpKpErpsq{Kq » GL2pZ{pZq. Soit pQiqi une
suite de points de EpKq telle que hˆpQiq Ñ 0. Soit pLi{KpErpsqqi une suite d’exten-
sions finies. Pour tout i, notons Pi P EpLiq et wi une place de Lipr1{psPiq au-dessus
de v tels que
i) Qi P EpLipr1{psPiqq ;
ii) Lipr1{psPiq{K soit galoisienne ;
iii) Lipr1{psPiqw{pLiqw soit totalement ramifié pour toute place w au-dessus de v ;
iv) Dpwi|wi X Liq contienne un élément d’ordre p que l’on nomme σi ;
v) GalpLipr1{psPiq{Liq » pZ{pZq
2 et est inclus dans un sous-groupe normal Hi
de GalpLipr1{psPiq{Kq tel que la suite pHjqj soit majorée, disons par M .
Il existe alors un entier ji tel que Qi ´ rji{psPi P EpLiq pour tout i assez grand.
Démonstration. Soit i un entier. Afin d’alléger les notations, notons L “ Li, Q “
Qi, P “ Pi, w “ wi et σ “ σi.
Posons T “ σr1{psP ´ r1{psP P ErpsztOu et T 1 P Erps un point tel que T et
T 1 engendrent Erps. Cela permet de fixer un isomorphisme Erps » pZ{pZq2, ce
qui nous autorise maintenant à voir les éléments de GalpKpErpsq{Kq comme des
matrices de GL2pZ{pZq.
Posons ψ “
ˆ
1 1
0 1
˙
P GL2pZ{pZq “ GalpKpErpsq{Kq, que l’on étend en un
morphisme de GalpLpr1{psP q{Kq (par hypothèse, L contient KpErpsq) et que l’on
note encore ψ. Comme les conjugués de r1{psP sont de la forme r1{psP ` T 2, avec
T 2 P Erps, on a alors, pour tout entier k,
ψkr1{psP ´ r1{psP P Erps.
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Supposons par l’absurde que xψnσψ´ny “ xψmσψ´my pour certains n,m P
t0, . . . , p´ 1u tels que n ‰ m. Clairement, cela signifie qu’il existe k P t1, . . . , p´ 1u
satisfaisant xψkσψ´ky “ xσy i.e. qu’il existe l P t1, . . . , p´ 1u vérifiant ψkσl “ σψk.
Comme σ fixe Erps et que σr1{psP “ r1{psP ` T , il en résulte que
σψkr1{psP “ ψkr1{psP ` T.
Par ailleurs, on a par récurrence que σlr1{psP “ r1{psP ` rlsT et ψk “
ˆ
1 k
0 1
˙
.
D’où
ψkσlr1{psP “ ψkpr1{psP ` rlsT q “ ψkr1{psP ` rlsT ` rlksT 1.
Par identification, on obtient que lk “ 0 mod p, ce qui est absurde puisque l, k ‰ 0
mod p. Ainsi, pour tous k, l P t0, . . . , p´ 1u avec k ‰ l,
(12) xψkσψ´ky ‰ xψlσψ´ly.
Par vq, H est un sous-groupe normal de GalpLpr1{psP q{Kq contenant σ et de
cardinal majoré par M . Ainsi,
ψkσψ´k P ψkDpw|vqψ´k XH “ Dpψkw|vq XH “ Dpψkw|ψkw X LHq.
De plus, ψkσψ´k est d’ordre p puisque σ l’est.
Comme #H ďM et que Q P EpLpr1{psP qq d’après iq, on a alors, en appliquant
p fois la proposition 3.3 (une fois pour chaque k P t0, . . . , p´ 1u) avec
Ki “ Lpr1{psP q, vi “ ψ
kw, σi “ ψ
kσψ´k et Hi “ H,
que pour tout i assez grand, ψkσψ´kQ´Q P Etors pour tout k. Or, on a également
que ψkσψ´kr1{psP ´ r1{psP P Etors. De plus, Lpr1{psP qψkw{Lψkw est totalement
ramifié d’après iiiq. En utilisant le lemme 4.2 pour chaque k P t0, . . . , p´ 1u avec
M “ Lpr1{psP q, F “ L, σ “ ψkσψ´k, w “ ψkw et avec Q P tQ, r1{psP u
on obtient alors que pour tout k P t0, . . . , p´ 1u,
(13) ψkσψ´kQ ´Q, ψkσψ´kr1{psP ´ r1{psP P xι´1
ψkw
φpζpqy Ă Erps.
Par vq, on a également GalpLpr1{psP q{Lq » pZ{pZq2 et par iq, on a aussi Q P
EpLpr1{psP qq. On peut alors appliquer le lemme 4.1 avec σl “ ψlσψ´l (la condition
iq correspond à (12) et la condition iiq à (13)) et en déduire ainsi notre théorème. 
5. preuve du théorème 1.2
Soient K un corps de nombres et E{K une courbe elliptique. Supposons qu’il
existe une place finie v de K au-dessus de p ą 2 telle que E ait une réduction
multiplicative en v. En particulier, EndpEq “ Z [24, Chapter V, Theorem 6.3]. Soit
R P EpKq et rappelons que xRysat “ xRydiv “ tP P EpKq, Dn ě 1, rnsP P xRyu
puisque EndpEq “ Z.
Dans cette section, nous prouverons le théorème ci-dessous :
Théorème 5.1. Gardons les mêmes notations que ci-dessus. Supposons que la
réduction en v soit déployée et que GalpKpErpsq{Kq » GL2pZ{pZq. Alors il existe
c ą 0 tel que hˆpP q ě c pour tout
P P EpKpErps, r1{psR,Erp2s, r1{p2sR, . . . qqzxRysat.
Remarquons que ce théorème est plus faible que notre théorème 1.2 puisque
l’on suppose en plus que la réduction en v soit déployée. Cependant, les deux théo-
rèmes sont en fait équivalents comme on va le montrer dans le prochain paragraphe.
Montrons que le théorème 5.1 implique le théorème 1.2. Dans ce paragraphe, et
uniquement dans celui-ci, on reprend les notations du théorème 1.2. Si E a une
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réduction déployée en v, alors il n’y a rien à faire. Supposons donc qu’elle soit non
déployée. Soit K 1 une extension quadratique de K telle que v soit inerte dans K 1
et telle que KpErpsq XK 1 “ K. Ainsi, K 1v{Kv est une extension quadratique non
ramifiée et on déduit du théorème 2.1 que E{K 1 a une réduction multiplicative
déployée en v. De plus, comme KpErpsq et K 1 sont linéairement disjoints sur K, on
obtient alors que
GalpK 1pErpsq{K 1q » GalpKpErpsq{Kq » GL2pZ{pZq.
Du théorème 5.1, on en déduit donc qu’il existe une constante c ą 0 telle que
hˆpP q ě c pour tout
P P EpK 1pErps, r1{psR,Erp2s, r1{p2sR, . . . qqzxRysat
et le théorème 1.2 s’ensuit puisque K Ă K 1.
À partir de maintenant, on supposera que E a une réduction multiplicative
déployée en v. Pour montrer le théorème 5.1, on appliquera plusieurs fois notre
théorème 4.3. Dans les situations que l’on considérera, seul le point vq sera non
immédiat à montrer. Par conséquent, les prochains lemmes serviront à montrer
qu’il sera bien satisfait dans nos différents cas.
Dans la suite de ce texte, fixons, pour tout r ě 1, (T0prq, T1prq) une base de Erprs
tels que rpsT0prq “ T0pr´1q et rpsT1prq “ T1pr´1q. On fixe ainsi un isomorphisme
Erprs » pZ{pZq2, ce qui nous autorise maintenant à voir un automorphisme de
Erprs comme un élément de GL2pZ{prZq.
Lemme 5.2. Soit L{K une extension finie. Il existe alors un entier c2pLq ě 0 tel
que pour tous n ą c2pLq et j P t0, 1u,
GalpLpErpn´1s, Tjpnqq{LpErp
n´1sqq » pZ{pZq2.
De plus, LpErpn´1s, T0pnqq X LpErp
n´1s, T1pnqq “ LpErp
n´1sq.
Démonstration. Pour un entier n ě 1, notons Ln “ LpErpnsq et Gn “ GalpLn{Lq
et représentons les éléments de Gn par des matrices de GL2pZ{pnZq.
Un automorphisme de Erpns agissant trivialement sur Erpn´1s étant représen-
table par un élément de 1 ` pn´1Mat2pZ{pZq, cela implique que GalpLn{Ln´1q se
plonge dans 1` pn´1Mat2pZ{pZq. En particulier, #GalpLn{Ln´1q ď p4.
Remarquons que 1`pn´1Mat2pZ{pZq Ă GL2pZ{pnZq est un groupe abélien d’ex-
posant p et de cardinal p4 si n ě 2 ; il est donc isomorphe à pZ{pZq4. Commençons
par montrer que GalpLn{Ln´1q » pZ{pZq4 pour tout n assez grand. Pour cela, il
suffit de montrer que #GalpLn{Ln´1q “ p4.
Posons fn “ rGL2pZ{pnZq : Gns, i.e.
(14) fn#Gn “ GL2pZ{pnZq “ pp´ 1qp4n´3pp2 ´ 1q.
Comme Gn{GalpLn{Ln´1q » Gn´1, il en résulte alors que
p4 ě #GalpLn{Ln´1q “
fn´1
fn
#GL2pZ{p
nZq
#GL2pZ{pn´1Zq
“ p4
fn´1
fn
.
On en déduit alors que la suite pfnqn est croissante. Or, elle est majorée d’après un
théorème de Serre [23] ; elle est donc stationnaire à partir d’un rang c2pLq. De (14),
on a alors, pour tout n ą c2pLq, que
#GalpLn{Ln´1q “ #Gn{#Gn´1 “
#GL2pZ{p
nZq
#GL2pZ{pn´1Zq
“ p4.
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On a ainsi montré que GalpLn{Ln´1q » pZ{pZq4. Or, rLn´1pT0pnqq : Ln´1s ď p2,
tout comme rLn´1pT1pnqq : Ln´1s. Comme T0pnq et T1pnq engendrent Erpns, il en
résulte alors que Ln “ Ln´1pT0pnq, T1pnqq et donc que
p4 “ rLn : Ln´1s ď rLn´1pT0pnqq : Ln´1srLn´1pT1pnqq : Ln´1s ď p
4.
D’où rLn´1pT0pnqq : Ln´1s “ rLn´1pT1pnqq : Ln´1s “ p2. On a ainsi montré que
pour j P t0, 1u, GalpLn´1pTjpnqq{Ln´1q est abélien, d’exposant p et de cardinal p2 ;
il est donc isomorphe à pZ{pZq2, ce qui achève la première affirmation.
La seconde affirmation en découle immédiatement puisque
rLn : Ln´1s “ rLn´1pT0pnqq : Ln´1srLn´1pT1pnqq : Ln´1s,
i.e. que Ln´1pT0pnqq et Ln´1pT1pnqq sont linéairement disjoints sur Ln´1. Ainsi,
Ln´1pT0pnqq X Ln´1pT1pnqq “ Ln´1, ce qui correspond à la seconde assertion. 
Lemme 5.3. Supposons que R R Etors. Il existe alors c3 ě 0 tel que pour tous
entiers r, s ą c3 avec r ě s, on ait
GalpKpErprs, r1{pssRq{KpErprs, r1{ps´1sRqq » pZ{pZq2.
Démonstration. Dans cette preuve, il sera toujours sous-entendu que r et s sont
deux entiers tels que r ě s. Afin d’alléger les notations, notons
Kr,s “ KpErp
rs, r1{pssRq et Gr,s “ GalpKr,s{KpErprsqq.
Soit σ P Gr,s. Alors σr1{pssR “ r1{pssR ` Tσ pour un certain Tσ P Erpss.
Comme σ fixe les éléments de Erprs, on a ainsi un morphisme ρ : Gr,s Ñ Erpss et
on remarque facilement qu’il est injectif. Il existe alors un entier fr,s tel que
(15) fr,s #Gr,s “ #Erpss “ p2s.
Comme r1{pssR “ r1{psr1{ps´1sR, on a alors que ρ induit un morphisme injec-
tif GalpKr,s{Kr,s´1q Ñ Erps » pZ{pZq2. En particulier, #GalpKr,s{Kr,s´1q ď p2.
Pour conclure, il suffit de montrer que #GalpKr,s{Kr,s´1q “ p2 pour r, s assez
grand.
Comme Gr,s{GalpKr,s{Kr,s´1q » Gr,s´1, on déduit de (15) que
(16) p2 ě #GalpKr,s{Kr,s´1q “
fr,s´1
fr,s
p2.
D’où fr,s´1 ď fr,s. On a ainsi montré que pour tout r,
fr,0 ď ¨ ¨ ¨ ď fr,r.
Le morphisme de restriction Gr`1,s Ñ Gr,s étant injectif, il s’ensuit que #Gr`1,s ď
#Gr,s. De (15), on obtient alors que la suite pfr,sqr est croissante pour tout s car
fr,s
fr`1,s
“
#Gr`1,s
#Gr,s
ď 1.
Comme EndpEq “ Z (voir le début de la section), il s’ensuit, en utilisant la
terminologie de [11, §2, b)], que les points indivisibles de EpKq sont précisément
les points d’ordre infini ; R est donc bien un point indivisible par hypothèse.
De plus, comme les courbes elliptiques sont des variétés abéliennes simples, on
a alors que E est la plus petite variété abélienne contenant R ‰ O.
Il résulte donc de [11, §2, b), Proposition 1] que la double suite pfr,sqr,s est
majorée. Soient r0 ě s0 deux entiers tels que fr0,s0 “ maxr,s fr,s. Alors pour tous
r, s tels que r ě r0 et s ě s0, on en déduit que fr,s “ fr0,s0 car
fr,s ě fr,s0 ě fr0,s0 .
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De (16), on a donc que #GalpKr,s{Kr,s´1q “ p2 pour tous r, s ě r0 ` 1, ce qui
montre le lemme. 
Ces derniers lemmes montrent que le vq du théorème 4.3, dans les situations
que l’on considérera, ne sera pas forcément vérifié si r et s sont "trop petits". En
particulier, on ne pourra pas appliquer notre descente. Néanmoins, cela signifiera
que KpErprs, r1{pssRq est inclus dans un corps de nombres ne dépendant ni de r,
ni de s. On pourra alors conclure en utilisant le lemme ci-dessous dont la preuve
est due à Rémond, même s’il ne l’a pas publiée. On peut cependant en trouver une
dans [19, Corollary 2.2] ou dans [9, Theorem 3.1-Corollary 3.2] (avec h “ phˆ{2q1{2).
Lemme 5.4. Soit P P EpKqzxRysat. Il existe alors c ą 0 tel que hˆpP ` rxsRq ě c
pour tout x P Q.
Rappelons que rxsR est défini à un point de torsion près. Comme hˆpQ`T q “ hˆpQq
pour tous Q P EpKq et T P Etors, cela montre que hˆpP ` rxsRq est bien défini (i.e.
ne dépend pas du choix de rxsR), bien que rxsR ne le soit pas. Enfin, il est aisé de
montrer à partir de (6) que hˆprxsRq “ x2hˆpRq.
Notons q P K˚v tel que Ev soit Kv-isomorphe à Eq et φ : Kv
˚
{qZ Ñ EpKvq
l’isomorphisme de Tate du théorème 2.1. Nous sommes maintenant en mesure de
prouver notre théorème 5.1, que l’on rappelle ci-dessous.
Théorème. Gardons les mêmes notations que celles introduites dans cette section.
Supposons que GalpKpErpsq{Kq » GL2pZ{pZq. Alors il existe c ą 0 tel que hˆpP q ě
c pour tout P P EpKpErps, r1{psR,Erp2s, r1{p2sR, . . . qqzxRysat.
Démonstration. Supposons dans un premier temps que R R Etors. Notons a P Kv
tel que ιvR “ φpaq. Comme R R Etors, cela implique que a R xqysat. Afin d’alléger
les notations, notons, pour des entiers positifs r ě s,
Kr,s “ KpErp
rs, r1{pssRq.
Rappelons que Kr,s{K est galoisien. Pour une place w de Kr,s au-dessus de v, on a
que ιwErprs “ Evrprs. Ainsi, pKr,sqw “ KvpEvrprs, ιwr1{pssRq. Comme ιwr1{pssR
est égal, à un point de Evrpss près, à
r1{pssιwR “ r1{p
ssιvR “ r1{p
ssφpaq “ φpa1{p
s
q,
on déduit des corollaires 2.2 et 2.3 que
(17) pKr,sqw “ Kvpζpr , q1{p
r
, a1{p
s
q.
Soit pPiqi une suite de points de EpKpErps, r1{psR, . . . qq telle que hˆpPiq Ñ 0.
On souhaite montrer que Pi P xRysat pour tout i assez grand. Pour tout i, il existe
un entier ti tel que Pi P EpKti,tiq. Notons
Λi “ tpr, sq P N
2, r ě s | Dx P Z, DT P Erptis, Pi ` rx{p
tisR` T P EpKr,squ
et remarquons qu’il est non vide puisque pti, tiq P Λi. Choisissons donc un élément
pri, siq P Λi qui soit minimal pour l’ordre lexicographique usuel. Il existe alors xi P Z
et Ti P Erptis tels que
(18) Qi :“ Pi ` rxi{p
tisR` Ti P EpKri,siq.
Comme r1{psisR P EpKri,siq, on peut alors supposer, quitte à effectuer la di-
vision euclidienne de xi par pti´si , dans (18) que |xi{pti | ă 1{psi . Rappelons que
c1 et c3 ont été définis respectivement dans la proposition 2.8 et dans le lemme
5.3. Supposons par l’absurde que la suite psiqi ne soit pas majorée. Quitte à passer
à une sous-suite, on peut alors supposer que si Ñ `8. Ainsi, il existe i0 tel que
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si ě maxpc1, c3q ` 1 pour tout i ě i0. Comme hˆpPiq Ñ 0, que si Ñ `8 et que
hˆpQiq ď 2phˆpPiq`pxi{p
tiq2hˆpRqq d’après (5) et le paragraphe suivant le lemme 5.4,
on en conclut que hˆpQiq Ñ 0.
Posons Li “ Kri,si´1 et Pi “ r1{p
si´1sR P Li. Nous allons montrer que toutes les
conditions du théorème 4.3 sont vérifiées. Tout d’abord, iq découle immédiatement
de (18) car Kri,si “ Lipr1{psPiq et iiq du fait que ri ě si. De plus, vq se déduit
du lemme 5.3 car si ě c3 ` 1 et parce que GalpLipr1{psPiq{Liq est un sous-groupe
normal de GalpLipr1{psPiq{Kq (car ri ě si ´ 1) de cardinal p2.
Soit wi une place de Kri,si au-dessus de v. De (17), l’extension pKri,siqwi{pLiqwi
est égale à Kvpζpri , q1{p
ri
, a1{p
si
q{Kvpζpri , q
1{pri , a1{p
si´1
q. Comme si ě c1 ` 1, on
déduit de la proposition 2.8 que cette extension est totalement ramifiée de degré p.
De plus, son groupe de Galois est isomorphe à Dpwi|wi X Liq. Ce dernier possède
donc un élément d’ordre p, ce qui montre ivq. Du théorème 4.3, il existe alors un
entier ji tel que
Qi ´ rji{psPi “ Qi ´ rji{p
sisR P EpLiq “ EpKri,si´1q,
et donc que pri, si ´ 1q P Λi. Cela contredit la minimalité de pri, siq.
On a ainsi montré que la suite psiqi est majorée, disons par s. Quitte à prendre
un s assez grand, on peut supposer que s ą c1. Ainsi, Qi P EpKri,sq pour tout i.
Rappelons que c0pKvpa1{p
s
qq et c2pKpr1{pssRqq ont été définis respectivement dans
le corollaire 2.7 et dans le lemme 5.2.
Supposons maintenant par l’absurde que la suite priqi ne soit pas majorée. Quitte
à passer à une sous-suite, on peut alors supposer que ri Ñ `8. Ainsi, il existe i1
tel que pour tout i ě i1,
ri ě maxpc0pKvpa
1{psqq, c2pKpr1{p
ssRqq, sq ` 1.
Enfin, quitte à effectuer la division euclidienne de xi par pti´ri , on peut alors sup-
poser dans (18) que |xi{pti | ă 1{pri. Comme hˆpPiq Ñ 0, que ri Ñ `8 et que
hˆpQiq ď 2phˆpPiq ` pxi{p
tiq2hˆpRqq, on en déduit alors que hˆpQiq Ñ 0.
Soient i ě i1 et wi une place de Kri,s au-dessus de v. Il existe alors des entiers
kj :“ kjpiq et lj :“ ljpiq tels que ιwiTjpriq “ φ
´
ζ
kj
pri q
lj{p
ri
¯
pour j P t0, 1u. Posons#
Li “ Kri´1,spT1priqq
L1i “ Kri´1,spT0priqq
et
#
Pi “ T0pri ´ 1q
P 1i “ T1pri ´ 1q
.
Nous allons montrer en même temps que l’on peut appliquer notre théorème 4.3
avec Li et Pi, ainsi qu’avec L1i et P
1
i .
Les points iq et iiq sont clairs puisque Kri,s “ Lipr1{psPiq “ L
1
ipr1{psP
1
iq et que
ri ě s. Ensuite, vq découle du lemme 5.2, appliqué à L “ Kpr1{pssRq et à n “ ri,
puisque ri ě c2pKpr1{pssRqq ` 1 et parce que
GalpLipr1{psPiq{Liq,GalpL
1
ipr1{psP
1
iq{L
1
iq Ă GalpKri,si{Kri´1,sq,
et que ce dernier est bien un sous-groupe normal de GalpLipr1{psPiq{Kq (car ri´1 ě
s) de cardinal borné par p4.
En utilisant maintenant (17), on en déduit que
Lipr1{psPiqwi{pLiqwi “ Kvpζpri , q
1{pri , a1{p
s
q{Kvpζpri´1 , q
1{pri´1 , a1{p
s
, ζk1pri q
l1{p
ri
q
et que
L1ipr1{psPiqwi{pL
1
iqwi “ Kvpζpri , q
1{pri , a1{p
s
q{Kvpζpri´1 , q
1{pri´1 , a1{p
s
, ζk0pri q
l0{p
ri
q.
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Comme ri ą s ą c1, on déduit de la proposition 2.8 que ces deux extensions sont
totalement ramifiées, ce qui montre iiiq. Par ailleurs, en appliquant le corollaire
2.7 à L “ Kvpa1{p
s
q, on a alors que Kvpζpri , q1{p
ri
, a1{p
s
q{Kvpζpri´1 , q
1{pri´1 , a1{p
s
q
est de degré p2 puisque ri ě c0pKvpa1{p
s
qq ` 1. Ainsi, les deux extensions ci-dessus
sont de degré p et leurs groupes de Galois sont isomorphes à Dpwi|wi X Liq pour
la première et à Dpwi|wi X L1iq pour la seconde. Par conséquent, ces deux groupes
contiennent un élément d’ordre p, ce qui montre ivq. Du théorème 4.3, on en conclut
qu’il existe des entiers ji et j1i tels que
Qi ´ rjisT0priq P EpLiq et Q´ rj1isT1prq P EpL
1
iq.
Or, T0priq P L1i et T1priq P Li. Par ailleurs, la seconde partie du lemme 5.2 appliqué
à L “ Kpr1{pssRq et à n “ ri montre que Li X L1i “ Kri´1,s. D’où
Qi ´ rjisT0priq ´ rj
1
isT1priq P EpLiq X EpL
1
iq “ EpKri´1,sq.
Par conséquent, pri ´ 1, sq P Λi, ce qui contredit la minimalité de pri, siq.
On a ainsi montré que la suite priqi est majorée, disons par r. On a donc que
Qi “ Pi`rx{p
tisR`Ti P EpKr,sq pour tout i. Quitte à effectuer une nouvelle divi-
sion euclidienne de x par pti´s, on peut supposer que |x{pti | ă 1{ps. Ainsi, toujours
d’après (5) et le paragraphe suivant le lemme 5.4, on a hˆpQiq ď 2phˆpPiq`hˆpRq{p2sq.
Comme hˆpPiq Ñ 0, il en résulte alors que la suite phˆpQiqqi est majorée. D’un théo-
rème de Northcott, on en conclut que pQiqi ne contient qu’un nombre fini de termes.
Ainsi, à partir d’un certain rang, on peut partitionner cette suite en un nombre fini
de sous-suites constantes. Prenons-en une, que l’on note pQφpiqqiě1. On en déduit
alors que pour tout i, Pφpiq “ Pφp1q`rx1i{p
tisR`T 1i pour certains x
1
i P Z et T
1
i P Etors.
Comme hˆpPiq Ñ 0, il s’ensuit que hˆpPφp1q`rx1i{p
tisRq Ñ 0. Le lemme 5.4, appliqué
à P “ Pφp1q, permet alors d’en déduire que Pφp1q P xRysat. D’où Pφpiq P xRysat.
Comme le nombre de sous-suites constantes pQφpiqqi est fini, on en conclut enfin
que Pi P xRysat pour tout i assez grand, ce qui montre le théorème pour R R Etors.
Montrons maintenant le théorème dans le cas où R P Etors, i.e. qu’il n’y a pas
de point de petite hauteur dans EpKpErps, Erp2s, . . . qqzEtors.
Quitte à remplacer K par un " bon" corps K 1 de telle sorte que KpErpsq et K 1
soient linéairement disjoints sur K (ceci est pour s’assurer que GalpK 1pErpsq{K 1q »
GL2pZ{pZq), on peut supposer que le rang de E sur K est non nul.
Notons pT, T 1q une base de EpKq X Etors et P P EpKqzEtors. Il est alors aisé de
remarquer que xT ` P ysat X xT 1 ` P ysat “ Etors.
En appliquant maintenant deux fois ce théorème avec T`P, T 1`P P EpKqzEtors,
on a alors que les points de petite hauteur dans EpKpErps, Erp2s, . . . qq vivent dans
xT ` P ysat X xT
1 ` P ysat “ Etors, ce qui montre le théorème. 
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